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definiert ist und der Funktionalgleichung
/  ' í s \  -
- \ " / - s í n Í s  
1 ' ( 1 - s )
EINLEITUNG.
Bekannt l ich besi tzen v ie le Funkt ionen e ine Funkt ionaig ie ichung.
Ich beschrànke mich hier auf einige Beispiele. Eine sehr bekannte
Relat ion l ie fer t  d ie Eul-ensche Gammafunkt ion,  d ie f r i r  f ) i (s)  >0
durch das Integral
geniigt.
Eine der  e infachsten Funkt ionen aus der  Theor ie der  e l l ip t ischen
Thetafunkt ionen is t  ,9  ( " ) ,  d ie f i l r  r )  0  durch d ie Reihe
i) (x) :, Ë_ e '""" t)
definiert ist. Diese Funktion erfi- i l l t  die Funktionalgleichung
I  , . / l \t , \x )_V* , , I r /
Eine Funktion, deren Funktionalgleichung etwas weniger einfach
ist, ist die EpsrlrNsche Zetafunktion, die ft irr ! i(s) > I durch die
Doppelreihe
Z (s) - )r Ë' Q 1^, ,1-" ( l)
def in ier t  is t .  Hier in  is t  
'n= @ n-  6
@ ( m , n ) - A m 2  *  B m n  I  C n 2 , .  ( 2 )
wo r in  À ,  B  und  C  ree l l  s i nd  m i t  À>0  und  A :4AC-82 )0 .
1) Siehe E. LaNoau. Vorlesungen ijber Zahlentheorie. Bd. II, S. 63
Einleitung
Die Herren Epsrprn:)  und Monoul- l - l r )  haben beu' iesen,  dass
die Funkt ion Z(s) ,  d ie in  der  ganzen komplexen s-Ebene ausser  im
Punkte s . :  1  analyt isch und e indeut ig is t ,  der  Funkt ionalg le ichung
genr igt .
Als  le tz tes Beispie l  betrachte ich d ie Funkt ion,  del  meinc Disser-
tat ion gerv idmet is t .  náml ich d ie Rr l ,u , rxNsche Zetafunkt ion i (s) .
I s t  s :  o  i  i t ,  so  i s t  l ( - s )  f i i r  o>  I  du rch  d ie  Re ihe
F I
I  (s) , : ,r,  
n,
def in ier t .  Diese Funkt ion,  d ie in  s :  I  e inen e infachen Pol  besi tz t
und sonst  i ibera l l  regulár  is t ,  ocni ig t  c ler  Ft rnkt ionalg le ichung
3 (s) -- z (s) i ( l -s),
\ / o
z (s) : 2 (2l '  '  , in '1t / ' ( i  -s) (3)2
gesetzt u'orden ist.
Neuer-e Bcq'eise fr"ir diese Funktionalgleichung sind u.a. von den
Her ren  H , tRoy+ )  und  Mo t r r r r r . r . s )  gegeben  worden .
Nach d iesen Bemerkungen i iber  Funkt ionalg ie ichunqen qehe ich
tiber zu einigen Bemerkungen iiber approximative Funktional-
gleichr"rngen. Es gibt viele Funktionen rnit einer Funktional-
2) P.  Eps] . r t r - .  Zur Theor ie a l lgcrneiner Zetafunkt ioncn.  Math.  Annalen 56( 1903) . S. 615-644.
3) L.  J.  MOIiDEI- t - .  The Zetafurct ions ar is inq f ronr qtradr: r t ic  forrns and
the i r  f u r . r c t í ona l  equa t i ons .  Qua r t .  / .  o f  Ma th .  I  ( 1930 ) .  S .77  -101 .{ )  G .  H .  H A n D \ ' .  A  n e u ' p r o o I  o f  r h c  I u n r t i o n , r l  c q r r , r r i o r r  f o r  t h c  Z e t a -
funct ion.  Mat.  T idsskr i i t .  (1922).  S.  7 l -73.
5)  L.  J.  Monoer-L.  Sorne appl icat ions of  Fout i r rR Ser ies in the analyt ic  theory
of  nunrber.s.  Ploc.  Camb. Phi l .  Soc.  34 (192E).  S.  585-596.
L.  J.  Monol t - l - .  PotssoN's summation formula : rnd the RIE,UANN Zetafunct ion.
Journ.  London. Math.  Soc.  4 (1929).  S.  2E5-291.
L.  J.  MoRDELL. Siehe unter  3) .
Siehe auch E.  LAN-DAIr .  Handbuch der Lehre von der Verte i lunq der Pr i rn-
zahlen.  1909. S.  281 -299.
Z (s ) . -  ( ' : ' Í '  
1  1 ' (1 -s )  Z  r - * )
Einleitung
gle ichung;  d ie Anzahl  der  Funkt ionen aber,  d ie e iner  approxima-
tiven Funktionalgleichung gentigen, ist viel grósser. Ich werde hter
e in ige d ieser  Funkt ionen nennen.
Mi t te is  e ines sehr  kurzen Beweises hat  MoRtrgt . t  c  )  f r . i r  0  1t , t  12
und 0 i .r { 1 die folgencle approxirnative Fr.rnktionalgleichung
berviesen:
Andere Beweise f i ir díese Bezichung \\ 'aren schon fri iher von
den Herren HaHoy,  Lrr r l t rvoon i )  und V.qN nl :R CoRpu' t -  gegeben
u'or-den s ) ,
Von der  schon genannten Et 's ' fn lxschen Zetafunkt ion is t  auch
eine approximative Funktionalgleichtrng l-rekannt. Diese, die wir
Hcrrn Por- t 'nn 9)  ve ldanken,  lautet  fo lqendermassen:
S ind  Z (s )  und  4 , (n t , n )  c l u r ch  ( i )  und  (2 )  de f i n i e r t  und  i s t  Á
eine posi t ive l (onstante,  so g i i t  f i i r  -  l  o-" - ,  11,  r  )  A,  y  )  A
trnd 4a?rr7 - Lt2 die Bezichr-rng
Z(s)-  ) '  r Í l - '  ,  X(s)
rÍ, :- r
$,or1n
i ' f t "  " ' . , , "  o (  t  )
' , t r  o  \ l  t o /
u, .= .u . r " ,  
+  o  ( , , '  ( ï r ) "n , ,  ) ,
( 2, 'r'"
\ tz  t )X ( s ) -
1  1 ' ( 1  - - s )
r '( ')
gesetzt  is t .
Von der Rtg,r'trrNNschen Zetafunktion sind mehrere approximative
Funktionalgleichungen bekannt. Ich werde diese nicht Í luÍ êus-
ftihrl ich behandeln, sondern ;ruch ihre Anu'endungen erwáhnen.
n) L. J. Monoell-. The approximate functional formula for the thetafunction.
Journ. oÍ the London Math. Soc. | (1926). S. 68-73.
t) G. H. Hannt'  and J. E. Ltrrt- l l r i 'c. loD. Some problems of Diophantine
approximation. Àcta Math. 37 (1914). S. 193-221 rnd 47 (1925). S. 189-198.
E) J. G. vaN DER CoRPUT. Uber Summen, dic mit den el l ipt ischen á-Funk-
t ionen zusanrmenhangcn. Math. Annalen E7 (1922). S. 66-77 und 90 (1923).
s. 1-18.
s) H. S. A. POTTER. Àpproximate equations for the Er'SrltN Zetafunction
Proc.  of  the London Math.  Soc.  36 (193'1) .  S.  501 515.
!u^ rLr rquu
In einer im lahre 7921 erschienenen Arbeit t 0 ) beweisen die
Herren Hnnoy und Lrr r lewooo den fo lgenden Satz:
I s t  6 ) > , o e  )  0 ,  c )  1  u n d  1 t 1 : 2 J ! .  , o  , r ,c
" I  
.{ ( " ) :  .z  n-" f  í  _+o(c- ' ) ,  (4)
n { y  r - J
und zwar gleichntàssíg ín o.
Mittels dieses Satzes beu,eist Herr Trr-cu^lARSH rr ) folgendesr
Ffir T -> cc isl
und
T
/ ' - / I \
l i ; ( "+ t4 r2d tu - ,ATMín Ib r ,  _ '  ,  )  " ) ,
, /  \  " - S l
gte i rhr .ar)s fg f i i r  !<6{2,  wenn A e ine absolute Konstante be-
zeichnet.
Im Spezia l fa l l  a :11 geht  daraus hervor :
T
I  C (+  + i t ) ' d t -O(T IgT) . .  (5 )
, '/
Ein grosser Nu.rr',",t der approximativen Funktionalgleichung (4)
to) G. H. Henoy and J. E. Ltrt l_l i locto. The Zero's of Rrnl,rnNN's Zeta_
Íunction on the cri t ical l ine. Math. Zeitsch. 10 (1921). 5.283-317.
tt) E. C. TtrcH,rraRsg. The Zetafunction of Rrn,tiatx. Carnbridge Tract.
S .  30  und 31 .
t ' )  Ich nenne zwei von einem r an posit ive Funktionen ft(r) und f. . .r tr i
asymptotisch gleich, wenn
f .  ( r \
l ím t, .",- ' ' , -  |
, - -  [ 2 \ x )
ist, und schreibe daf0r
f, (x) c''' f, (x).
tt) Min (a, b) soll die kleinere der beiden Zahlen a und ó bezeichnen.
T
I  l ( ( "  +  i t ) ' 2d t , - '  TeQa)  " )  ( o ) l )
1
Einleitung 5
liegt in der Tatsache, dass y dieselbe oder eine gróssere Gróssen-
ordnung a ls  /  hat ,  sodass d ie Summe J n '  f i i r  grosses f  sehr
v ie l  Gl ieder  enthál t .  
n1! l
In  der  genannten Arbei t  1a )  geben d ie Herren HRnov und
Ltrrlewooo t 5 ) auch eine andere approximative Funktional-
gleichung, in der die erwàhnte Summe eine viel kleinere Anzahl von
Gl iedern enthàl t ,  náml ich:
I s t  o  e i n e  l c o n s t a n t e  Z a h l  m í t  0 { o ( 1 ,  x } 4 ,  q > 4 ,
2 n x q - l f l . s o i s /
i ( s ) : , : o n . * z ( " )  j - _ n " ' + R ,  ( 6 )
wor in 7$)  durch \3)  def íníer t  is t ,  und
R:  O  (g  ' )  I  O  ( l  r  i r - ;  * c - r )  ( 6u )
íst.
Diese Abschátzung wird n icht  in  derselben Mi t te i lungro)  be '
wiesen, wohl aber die weniger scharfe Abschátzung
. (6b)
Im lahre 1922 haben die Herren Hannv und LlrrlewooD die
approximative Frrnktionalgleichung in ihrer allgemeinsten Form
veróf fent l ich l  ro)  und zugle ich den Bev" 'e is  gegeben rz) .  Diese sehr
bekannte approximative Funktionalgleichung lautet:
Sind H und K positit:'e Konstanten und ist
s : o l i t ,  - K : ' = a ' - - K ,
g >  H ,  x )  H ,  2 t x g - i t
so isl
(  (s):  ,J n- '*  z (")  J n" * R,
n ' ! g  n 1 t
14) Siehe Fussnote 10.
t5) Im Wortlaut der genannten Verfasser verwechsele ich die Buchstaben x
und y, mit Riicksicht auf die Bezeichnung, welche ich rreiter in meiner Disser-
tation anwende.
tu) G. H. H,AnoY and J. E. LtrrlrrvooD. The approximate functional
equation in the theory of the Zetafunction, with applications to the divisor pro-
blems of  DtntcHI-er  and Pl l -Tz.  Proc.  London Math.  Soc.  (2)  2 l  (1922).
s. 39-74.




wobei  y-$)  durch (3)  def íníer t  is t ,  und
R :  O  ( g - ' )  Ï  O ( y ' - r ' t ' L - ' ) .  ( 1 0 )
ís t ;  O(,p(y, r ,o, t ) )  bezeíchnet  e ine Funkt ion,  d ie f i i r  a l le  Werte
der Veránderlíclten, díe (7) und (8) geníigen, kleíner ist als
A . , r - ( y , x ,o , t ) ,  u ,o  A -A (H ,K )  (desg l .  A ' ,A " ,À " '  nachhe r  i n
dieser  Ein le i tung)  eínc posi t í t 'e ,  hóchstens uon H und K abhàngige
Zahl bedeutet.
Es ist klar, dass diese Abschàtzunq in vieler Hinsicht besser als
(6ó)  is t .  Nicht  nur  is t  d ie f i i r  den Absoir r t ' ,ver t  des Restg l iedes R
angegebene obere Schranke kleiner, sondern auch der Gii lt igkeits-
bereich fi ir o ist viel grósser; ausserdem gilt die Abschátzung des
le f z tes  Sa tzes  g le i chmáss ig  i n  o I s ) .
Fr i r  den Absolutu 'er t  des Rcstq l iedes R haben HRnlry und
Llr r ln tvoot t  e ine noch k le inere oberc Schranke anqeqeben,  náml ich:
Ist y2 r, s<> ls/ unter den Voraussetzr.noen des uot' igen SaÍzes
R:O(
\ t
u '  \
" tt '  + si l  (x) ) ' ( l  l )
wo 3 (x) díe Entfernung (on x zur nàchsten ganzen Zahl be:eichnet.
Ist g 3 r, so rsf unter den Voraussetz.urtqen des uot' igen Safzes
/  t r  " - 1 v ,  
\R oí  
- :  i , , , ) .  ( r2)- \  r i i . r ' i t ( y \ . ) '
In  der  Tat  s ind d iese Abschàtzungen von Rschàrfer  a ls  (10)  oder
ebenso scharf .  S ind y und r  von derselben Gróssenordnung,  d.h.  is t
A'  <g  {  Á" ,  a lso
zungen  (10 ) ,  ( 11 )  und  (12 )  equ íva len t  und  kónnen  au f  d ie  Ges ta l t
R-  O (  r  -+ ' )  gebracht  werden,  Is t  y  gross,  und is t  S(y)  > A" ' ,  so
g ib t  ( 11 )  e ine  k le ine re  Sch ranke  a l s  (10 ) ,  Fo rme l  (11 )  en thá l t  a l s
SpezialÍall den folgenden Satz: 1sf
- K : - . o 1 . -  K ,  C  t  1 . g  1 C , \ t  , ,  ) r ,
lE)  HARDY und Lt t . t lewooD bemerken auf  Sei te 40 der in der Fussnote 16
genannten Arbeit iiber den Beweis des vorigen Satzes: ,,It would have been easy
to modi fy our argument so as to secure uni formity for  the str ip 0(rr ío51- r r .
A'l /  i [ ' ,  < rJ < A"r ' 'A, so sind die Àbschàt-
so rsf
( ( s ) - ' ' 1 ; ' ' ro ( t  ' 1 '
wobeí díe ín O auftretende Korisfitn.te nur t 'on K. C und C' abhàn,]t.
Denn  dann  i s t  0  {  ^  1n ,  . - -  * :  . t  . - .  ^ l  n {  1 ,  sodass  d ie  Summe2"t L Z:I lJ Z-t L
J  n ' - l v e r s c h w i n d e t  u n d  F o r m e l  ( 1 1 )  i n  R : O ( 9 ' - ' ) : O (  r  ' )\c  /
i ibergeht.
Ubr igens fo lgt  d ieser  Satz arrch aus c ler  ersten HRnnv-Lt ' l r l r -
wooDschen approximat iven Funkt ionalg le ichung (4) .  Es l iegt  nahe
zu vermuten,  dass d ie approximat ive Fr , rnkt ionalg le ichung (9)  [ i . i r
d ie Anwendungen bequemer a ls  (4)  is t .
Einleitung
W à h l t  m a n  i n  ( 9 )  r 7  x :  II
/ ( : ,  +
dass
a( j  +  i t \ :O  (  r r ) .  (13 )
is t ;  d ieses Resul tat  lásst  s ich mi t  (4)  n icht  so e infach ber . r 'e isen.
Dieses E,rgebnis ist von Herrn L,tNoau le) verschárft worden zu
( ( i  +  í t ) -  g (  t ' i ' l g " i '  1  1 ,
und  Her r  W l t . n t sz :o )  ha t  m i t t e l s  e ine r  VAN nEn  Conpu tschen
Methode
í  1 6 r  \
a ( l - l  i r ) - O \  r d ' 4 ,
hergele i tet .  Schl iess l ich hat  Herr  Enrc G.  PHtt - l rps21) in  seiner
Dissertation mit derselben Methode das noch schárfere Ergebnis
/  ! 7 u  I( ( l + i t ) - Q \ f r o b 8 /
erhalten.
tn) E. LANDAU. Uber die ;-Funktion
20 (1924). S. 105-125.
'o) A. WalRtsz. Zur Abschátzung
s. 155-158.
tt) ERIc G. PHII-I-IPS. On the order
critical strip. Dissertation Oxford 1932.
t
'  
L l n d  ( )  1 :
z;Í
; 1 \  -  1
i , 5 U  t U l q t . l U )
und die l-Funktionen. Math. Zeitschr.
von i ( l  *  r ; .  Got t .  Nachr .  (1924) .
of the Zetafunction of RtE,uaNN in the
Einleitung
Als erste Anwendung der approximativen Funktionalgleichung
(9) zeigten die Herren Hanoy und LrrrlewooD, dass Ít ir T --> ot
1  i t )  1 ' ?d t  , n  2T  Ig  T ( 1 4 )
is t .  Auch h ieraus geht  hervor ,  dass (9)  bequemer a ls  (4)  is t ,  da
mit (4) nur das viel ungenauere Resultat (5) erreicht worden war.
Die Herren HnRny und Lr l r r .nwooD haben (14)  mi t te ls  zweier
verschiedenen Methoden bewiesen,  zuerst22)  ohne,  spàterr ; )  mi t
Hilfe der approximativen FunktionalgleichunS (9 ) . Dem letzten
Be*'eis fi igen sie selbst auf seite 59 die folgende Bemerkung hinzu:
,,but the proof there given (d.h, beim ersten Beweise) is àiff icult
and indirect, and the simpler proof, which we give here affords an
excellent i l lustration of the use of the approximate functional
equation".
Eine andere Anwendung von (9) durch die Herren HeRoy und
Ltr t lewooo:3)  besagt ,  dassim Stre i fen ] {o(  1 beiunbeschrànkt
wachsendem T
, ' ( o * i r ) 1 , q@_((2_")
n2'  -  e  0o)
ist und dass
T
I  I  i  ( l











|  :  ( "  +  t r ) l a  d r  -  O  iT  ( t s  T )a l
Halbst reí fen I {o52,  T}2 g i l t .




e(++ i t ) j 4&<- ) T Ig aT.
,,) G. H. HAnDy and J. E. Lrrtlrrvool. Contributions to the theory of
the RIe,naNN Zetafunction and the theory of the distribution of prirnes. Acta
M a t h . , 1 1  ( 1 9 1 7 ) .  S .  1 1 9 - 1 9 6  ( 1 5 1 - 1 5 6 ) .
2') Siehe Fussnote 16.
Einleitung
Hier f i i r  s ind zu 'e i  Beweise bekannt ,  e iner  von Herrn IxcHantza) ,
der  andere von Herrn TrrcnmaRsn: .1; ) .  Auch haben d ie Herren
HRnov und LIl l l-n'uvooo noch die approximative Funktional-
gleichung angewendet auf die Theorie der Teilerprobleme aus der
analytischen Zahlentheorie; hierauf werde ich aber nicht nàher
eingehen.
In einer spáteren Ar$si1 u {i ) geben die Herren HaRnv und
Ltlrlewoorr nochmals einen Beweis der approximativen Funktional-
gleichung als ein Supplement der zu'ei schon gegebenen Bevn'eise.
Sie bemerken h ierbei  at r f  S.  g l :  , ,The second rz)  of  the papers
mcntioned above contained a proof of the approximate functional
eguat ion in  i ts  most  general  form; in  the f i rs t2s)  we proved onlv
an imperfect form, which was sufficient Íor our immediate applica-
tion. Our first proof, however, used only the methods of "real"
analys is ,  u 'hereas the second was based throughout  on CAucHy's
theorem, and it was the first proof rvhich seemed to us rin principle
the better, in spite of the imperfection of the result. We therefore
now show how, by a slight sharpening of our former analysis, we
can apply the "real" method to prove the theorem in what is
essentially its complete form".
In derselben Arbeit geben die Herren HaRoy und LIrrlewooo
auch e ine approximat ive Funkt ionalg le ichung Í t i r  6z (s) ,  u 'e lche
folgendermassen lautet: 1sf
/  t \ 2
__ +  -=  o  =_  ! ,  s  >  A ,  x  )  A ,  x  s  _  |  2 ,  ) ,
so gilt
r 2 l - \ -  
-  
d ( n )  ,  1 , \  d ( " )  
- \  ,  - ( q * r \ l  ,  I
n 1 g  n "  n 1 x , .  r  \  r .  ,  
' t |
Hier in is l  2(s)  durch (3)  def in ier t  und d(n)  d ie Tei leranzahl  t ,on n.
'n) À. E. INGHAM. Mean value Theorems in the theory oÍ the RIEMANN
ZetaÍunction. Proc. London Math. Soc. (2) 27 (1926\.5.273-300.
tu) E, C. TtrcH,uARSH. The mean value of the ZetaÍnnction on the critical
l ine. Proc. London Math. Soc. (2) 27 (1928). S. 137-150.
'o) G. H. HlRov and LtrtlrrvooD. The approximate functional equations
for i(s) and :2(s). Proc. London Math. Soc. (2) 29 (1929).5.81-77.
,,) Siehe Fussnote 16.
28) Siehe Fussnote 10.
t 0 Einleitung
Wáhl t  man in der  approximat iven Funkt ionalg leíchung (9)  o: {
/ ,
u n d u  : x -  l i Í l  , r . , e r h à l t m a n
-  l ' 2 -
" r 1 " , 1( ( l+ i r ) :  ; , , , ,+  t ( .+ i4  )  
_ -+O( l f l  r ) , .  (16 )
r .  , " - t n -  
1 l l  "
wor in ,n= - l l  t i  I  i r t ;  dub " l  beze i chne t  [ a ]  d i e  g róss te  ganze
l ] 2 ' l
Z a h l { u .
Wegen  l f .C . t ' t  í t ) 1 , : 1  da r f  man  sch re iben
7.  ( .  + i  t ) :  e-2 i  t t  '  (17)
Aus  (17 )  und  (3 )  geh t  hen 'o r
t ) - -  t  '  " ( 1  f i \2 tg . . r - a rg ,  f  4  
,  r )
Mult ipl iz iert  man (16) mit  €" ' ,  so elhált  man
e , , , t l . * i  r ) - 2  i :  9 o s ( i . ) - t l g  n )  + o (  r ' - l ) . .  ( l g )
n - t  V n
Diese Formel war auch schon RttmaNN bekannt.
In einer Arbeit: l) :rus dem |ahre 1932 gibt, Herr StncEl- auf der
krit ischen Geraden o: $ eine Entwicklung der ZetaÍunktion, die
schon RIniURNN (in nicht publizierten Papieren) gegeben hatte.
Diese Entwicklung, die sehr kompliziert ist, werde ich nicht wieder-
geben, Herr Stscrr- hat die Anfangsglieder dieser Entwicklung
berechnet und zugleich Abschàtzungen angegeben fi ir das Rest-
glied, das beim Abbrechen der Reihe entsteht.
Aus diesen Berechnungen von Herrn SIecel Í indet man zunáchst
d ie Beziehung (18) .  Benutzt  man noch e in zwei tes Gl ied der  Reihe,
so erhált man:
e,s e (ï | i t) _, ^ï,"o' 
(,>t,ts 4 1
i r t -+r l  
+O, , - , , .  j '
i n  ( 1 8 ) .
r í _ r  , . - ,  ( 2 ' ) r  . o r  l t - (2m +  l \ l / 2
'  \  \  r /  c o s V 2 n t
Hierin hat I dieselbe Bezeichnung wie
to) C. L. SrEcr, l .  Quellen
Phys. 2 (1932). S. 45-80.





Fi i r  wei tere Gl ieder  der  Entwick lung von ;  ( .1  -  t r )  s iehe d ie
genannte Arbei t  von Herrn SIsct , t - .
Mi t te ls  d ieser  Entrv ick lun5l  hat  Herr  Tt r -c :Hl t ,qRsu i t ) )  numer isch
die im krit ischen Streifen 0 { o ( 1 l iegenden Nullptrnkte der i-
Ftrnktion, deren Ordinate absoh-rt < 390 sind, berechnet.
M i t  H i l f e  dg1  f i g : i o l " , na  11Q\  ho . - ' o i s t  He r r  T t rC t tm ,q t tSn3 l )
die Formei
(  ( l  +  i t )  2  d r :T  I s  T - ( l  * I g2 t -2 i , )T  - r  O  (T ' i " t nz7 ' , ,
wor in ; ,  d ie E, t  l -nnsche Konstante bezeichnet .
Diese Forn'rel ist eine Verschárfung des Ergebnisses, das L,'GHAÀ[
erhal ten hat te,  wobei  das Restg l ied O(T; lgT)  tvar .
Aus dem Vorangehenden geht hen'or, ' , 'on ', ' , 'elcher Bedeutung
die approximativen Funktionqleichungen fi lr die Untersuchrrng der
Eigenschaften der ;-Funktion sind. Herr KloosrrnltnN bemerkt
denn auch in einer cler in seiner Dissertationrl2) vorkommenden
Thesen: , ,Hoewel  de approximat ieve funct ionaalvergel i jk ing van
Hannv en LITTLg'uvooD voor de zetafrrnctie niet tot nieuwe resul-
taten heeft geieid, die ook niet zonder dit hulpmiddel te bewijzen
zi jn ,  is  ze toch van het  grootste belang".
Die approximative Funktionalqleichungen von HaHoy und
Lt'rrlewooo haben einen grossen Nachteil, nàmlich den, dass die
Gróssenordnung des Restgliedes ziemlich gross ist. In der Beziehung




enthált, I iegt es nahe zu vermuten, dass das genannte Rest-
n {  u  t L
gl ieá n icht  verschárf t  werden kann.  Die Herren Hnnpv und
Lrr t lewOOo bemerken selbst  n." r_5" ,  a: t ) :  , ,The error  term
30\  t i  a




, ' )  H.  D
een som van
tt )  Siehe
Tttcn,tnensu. The Zeros ol the RIe,URNN Zetafunction. Proc. Roy.
15r í1935). S. 234-255.
TITCHÀ'IARSH. On VRN DER CORPUT's method and the ZetaÍtnction
(V).  Quart .  lourn.  of  Math.  (Oxford Ser ies)  5 (1934).  S.  195-210.
KLOOSTERÀ'IAN. Over het splitsen van geheele positieve getallen in
kwadraten. Groningen 1924. Dissert. Leiden.
die in der Fussnote 16 angegebene Arbeit, Seite 53.
O(g- ' ) l  O(x"- t  l t  è- ' )  represents the sum of  var ious par ts  of
which one is  a term O(y- ' ) ;  and on th is  there seems l i t t le  prospect
o{ improving".
In dieser Dissertation habe ich mir die Aufgabe gestellt, eine
approximative Funktionalgleichung abzuleiten, dle zwar grosse
Àhnlichkeit mit der HRnoy-LtrrlEwooDschen zeigt, bei der aber
die Gróssenordnung des Restgliedes viel kleiner ist. Dazu muss not-
wendigerwcise d ie Reihe J 1,  a,"  bei  n-y abbr icht ,  drr rch e ine
, r =g  n "
andere Reihe ersetzt werden, derart. dass nach einem bestimm-
ten Wert von n die Glieder der neuen Reihe allmáhlich gegen
Nul l  s t reben.  Ich f t ihre dazu e ine Hi l fs funkt ion N(u)  e in.  d ie ich
Neutralisíerunosfunktion oder kurz Neutralisatol nenne. In
der Definit ion des Neutralisators und weiter in meiner ganzen
Dissertation bezeichne ich (nach dem Beispiele des Herrn ], G.
vAN DER CoRpur in einer Arbeit, die demnàchst in der Compositio
Matlrematic6s4) erscheinen wird) mit ot stets eine Zahl, die von
allen Parametern abhàngen darf, deren Absolutwert aber eine obere
Schranke besitzt, die hóchstens von ausdriicklich angegebenen
Parametern abhàngt ;  schre ibe ich a l :  a  ( r t ,  . . .  r , ) ,  so meine ich,
dass o- ,  von /1, . . .  r ,  und anderen Parametern abhángen dar f ,  und
dass i <o I kleiner ist als eine geeignet gewàhlte, hóchstens von
\ , . . . , t1  abhángige Zahl .  Schreibe ich or ,  ohne dabei  e inen Para-
meter anzugeben, dann bedeutet (D eine Zahl, dercn Absolutwert
kleiner ist als eine geeignet gewàhlte absolute Konstante. Der Buch-
stabe co braucht nicht stets dieselbe Zahl zu bezeichnen, sogar
nicht in derselben Formel.
Z.B, ist fiir reelles :c
e ' x 6 l r x 2
|etzt deÍiniere ich
Definition. Ist
f sin x- ro (r) x6 -l a(.) (l * ró) f ro (r)
-  r o  ( r ) ( xu  *  l ) .
d i e  Funk t i on  N (u ) .
m ganz )  1,  so nenne ich díe Funkt ion N(u)
3t) J. G, rrlN DER CORPUT. Zur Methode der stationáren Phase. Zn'eite
Mitteiluno.
Einleitung
eínen Neuftalisator und zwar einen Neutralísator mt"' Ordnung,
w e n n  N ( u ) : 1  f í i r  u < 1 ,  N ( a )  : 0  t i i r  u 2 2  i s t ,  u n d  N ( u )  f í i r
I  íu í  2 s tet ige Able i tungen




Das einfachste Beispiel eines Neutralisators erster Ordnung ist die
Funkt ion,  d ie im Punkte I  den Wert  1,  im Punkte2 den Wert  0
besitzt, im Intervall I í u { 2linear und in jeden der zwei Intervalle
u í l u n d ) 2 k o n s t a n t i s t .
Ein Beispiel f i ir einen Neutraiisator jeder noch so hohen Ord-
nung liefert die Funktion, die fi ir 1 ( u { 2 durch
| / t r , r  ( l ) :0
f/t',t (/) - 0
í (s) --
her le i ten,  u 'or in  N(u)  e inen
( r n b e l i e b i g >  l  g a n z ) .
Bei dieser Herleitung habe
0t :  1 ,  2 '  .  ,  . ,  m- l )
0 r :  I , 2 '  .  .  . '  m - I )
7
/ '  1  I
I  s ' -z  ' - t  dv
N ( u ) -
l l
e , , - . , ' - ' d u






- - - -  
- 0  i n  den  Punk ten  t7 :  I  und  u :2 .
du^ - t
Nach dieser Definit ion kehre ich zunick zw ZetaÍunktton.
In dieser Dissertation werde ich eine Entwicklunq fi ir
.r
J
n 1 2 y
(20)
N í ,  )\c  /
n"
Neutralisator mt"' Ordnunq bezeichnet
ich die Methode der stationáren Phase
14 Einleitung
benutzt .  Das Pr inz ip d ieser  Methode wurde schon 
1896 von Srot<ES
angegeben und 1887 von Ksl-vtN ausdriicklich 
formuliert ' In der
;;; n"""nnten VAr- t)ER CoRPu-t'schen Arbeit3s) 
rvird diese
Methode behandeit ult 
"itt 
Spezialfall einer anderen Methode'
die Herr Vax trrtt Conpur entieckt und die MetÍ'Lode det f i ihren'
den Punktegenannt hat' Um diese Dissertation begretferr 
znkónnen'
braucht man weder die Methode der stationáren 
Phase' noch die
der fi ihrenden Prrnkte zu kennen' Die V'qN 
I)l lR CoRPU'l-schen
Satze, die ich in mciner Dissertation brauche' 
gebe ich im ersten
Abschnitt cl ieser Dissertation als Hilfssátze 
rl ' iecler' Da eine
upfro*in.,uti"e Funktionalgleichung der ZetaÍvnktion nur [ur 
qrosses
lïï *t.f,, 'n ist, habe ich mich 
bàschránkt auf I 2 1' Fiir 7 { -1
Iindet man unmittelbal Ji" t ' l t tptuthenden Restrltate' 
cta :(o * it)
und f  (o -  í  / )  konjugier t  komplex s ind '
Bevor ich clie h,n"twlcktu"j '  diu ich fi ir clen Ausdrirck 
(20)
hergeleitet habe, in i i t"t 
"ffgáeinsten 
Gestait aufschreibc' rvil l  ich
zuerst einen Spezialfall beliundeln' nánrlich den 
Fall '  darss N(rr)
de r  Neu t ra l i sa to r  e rs te r  Ordnung  N(u )  : 2 -u  (7  1 :=u í  
2 )  i s t '
fu, at"r..t Spezialfall erhalte ich den folgenden
Satz:  Si td q und K teel l  mi t  g  )  1 '  K > -2 '  so q i l t  in  Stre i f  
en
díe Beziehung
-2  < o ' '  K,  t - -  (2s *  l l t
2 -
u : xb \  ;  
" " - t - - l ( s )t
1 -- ., .- -
' r  a l l
;  , , . -21 ,o  (K)
t
1 r ' \  r
L a l l




< :  n í 2 9
)' r''s I
( ,  ( '
' l a ! l  L 1 l (2  l )
z  ( s - 1 )
l  , .  \
- r g t
+ . - g
( l  I  ,  1  \|  -  - r  I '
\ c '  
'  9 '  t '  u ' - '  t , l
uorin
íst.
r r ) Siehe Fussnote 34.
Einleitung 15
Man s ieht ,  dass in  (21 )  c l ieselbe Reihe 7(s)  ) '  r ' " - - tvorkommt
1 - .  r . : - . - ;  r
' t a ! /
rvie bei der Hattov-Lt'rr-l-Ervootrschcn approxinrativen Funktional-
g le ichung.  Ich br inge d ieses Ergebnis noch auf  e ine andere Gesta l t .
Dazr-r f i ihre ich einen Operator T ein, der allein frir Ausdriicke
i  c., , '  .
? - 0
mit von l  unabhángigen Koeff izienten C" definiert sei und zwar
den Wel t
T'  r '  / -  
" , , , - . sL  -  V , i  r -
l  . 0
habe.
Es is t  le icht  e inzusehen,  dass mi t te ls  d ieses Operators (21)  auÍ
die Gestalt
C. ,  zG-1)  r ' ' - r ' - t
{  ( s ) - )
|  '1  r t  '  : : .2g
. > f l
Y -  )  T r ' "
n " í
l s , . ( ^ :
L a l l
.  1  To -  ( r , -  
_ : )  1 ,  "  It L t - ,
. : ' g
t  * -  a
a  r <  L a |
1 a ! l  z a A
gebracht  werden kann,  wor in p: ,  
,  
(h)  : -  I  + ' -  *  À ;  m.a.W.
v
ist p1. o (h) der Abschnitt ersten Grades in der formalen MaC-
/  t - L h \
La t  n tn ' -En tu ' i ck lung  de r  Funk t i on  I -  (  2 -  '  
. .  
"  l .\  v /
Eine analoge Beziehung habe ich qefunden fr-ir den Fall, dass
N(a)  e in Neutra l isatoÍ  mteÍ  Ordnung (m bel iebig )  1 ganz)  is t .
Der Satz lautet dann folgendermassen:
1sÍ  N(u)  e in Neutra l ísator  mte '  Ordnung,  u,obei  nt - :1 qan;  ís t ,
und sínd y und K rcel l  mí t  y)1,  K>-m. so g i l t  im Stre i fen




l r  p : ,u  ( r -€)
( ( s ) -  
- I
1 -<  n '<
I ut (m,K) f A,-I,i., + ;-, ,l-,




< - r < - ^
1 a g  L a g
worin D:
Mac-L.quRIx -Entwícklung der Funktion 1
Man beachte den wesentlichen Unterschied zwischen dieser
approximativen Funktionalgleichung einerseits und der HnRov-
Ltrtl-Ewoonsche andrerseits. In Q3\ darÍ. man námlich m will-
k t i r l ich ganz>.  0 wáhlen.  Wáhl t  man z.B.  m:10,  so is t  d ie durch
diese approximative Funktionalgleichung entstehende Abschátzung
viel schárÍer als die vermóge der HaRov-Ltt.rt-l,woooschen Formel.
Bemerkt werden muss, dass die Abschátzung durch die RtE,ltnNN-
Steoelsche approximative Funktionalgleichung nicht weniger
scharf  is t  a ls  d ie mein ige,  doch t reten in  der  Rtnntenx-StEcElschen
Gleichung andere Gl ieder  auf .
Den letzten Satz habe ich noch in einiger Hinsicht verallgemei-
nert. Ich habe mich námlich nicht beschránkt auf die Rtel'tRNNsche
Zetafunktion, sondern allgemeinere Funktionen in Betracht gezogen,
und zwar zunáchst  d ie Funkt ion ( (s ,  ru)  ( - i  <  ru <1) ,  d ie f i . i r
o ) I durch
;  (s .  ru) :  2 ï  t  I
^-r (n -t- u') '
definiert ist; und ausserdem noch die Funktion
í (s, -, ),) (- + :. to -.. i , - ,L:= 7l- +, ),+ 0), die ft ir o ) 0
durch
J  ( s ,  w , 2 )  -  j  , e 2  
' ' ' i "
_  \ - r  - - ,  ' /  
^ -  t  \ n  1  w ) "
def in ier t  is t .  Es is t  k lar  dasz i (s ,  ru)  f i i r  1p: :Q g le ich i (s)  is t .
Einleitung
Eine andere Verallgemeinerung entsteht, indem ich zu dem BegrifÍ
des Neutralisators noch einen neuen Begriff hinzr-rfi ige, Ich werde
n à m l i c h  n i c h t  f o r d e r n ,  d a s s  l V ( " ) ( 1 ) : 0  f t i r  l < , r r í m - 1  u n d
N k , ) ( 2 ) : 0  f i i r  0  ( 1 r í  m - 1 ,  s o n d e r n  n u r ,  d a s s  N ( I , ) ( 1 ) : 0  f t i r
1 í r r . {  m - 2  u n d  N t t ' t  ( 2 ) - 0  f i i r  I  í , 1 1  ' 1  n t - 2 i s t .  S i n d  d i e s e
Bedingungen er f i i l i t ,  dann sase ich,  dass d ie Funkt ion N(a)  d ie
Eigenschaft E^besitze. So komme ich zur folgenden
Definit ion. Ist. m ganz )z 2, so hat eine Funktion N(u) dle
E í g e n s c h a f t  E ^ .  w e n n  N ( u ) : 1  f i i r  u  <  1 . N ( e ) : 0  f i i r  u ) 2 2  i s t ,
und N (u)  f i i r  1  !  t t  12 stet ige Ableí tungen
rytt 't (u) - r ' t (nt) (,a : g, 1,2, . . ., m)
mit den Randtoerten
l u r t r , t ( l ) * 0  ( l r = 1 , 2 , . . . , m - 2 )
|y ' r , , r (2) :0  ( , "  _  t ,  2 ,  .  .  . ,  m_2\
besítzt.
Aus dieser Definit ion geht hervor dass jede Funktion mit der
Eigenschaf t  E, ,  e in Neutra l isator  (m- 1) t " '  Ordnung is t .
Auch die Definit ion des Operators 7 vn'erde ich fi ir die Funk-
t ionen i (s ,  ru)  und , " (s ,  w,  ) , )  vera l lsemeinern.
Definition. Fiir reelle w und )" seí
f  
" 2 t i ) . r ( r * * ) ' _ Z ( s )  
s  2 t í w ( t * ) ' )  ( r , - f  l , ) " - t  ( 2 4 )
Der Operator habe ferner die Eigenschaft
T(  )  C; !  ( , , f  ur )o)  
"z ' i ; ' ' '  
(v- l * ) - ' :  J  Cr  Te2ai)" ' '  ( r , f  ru)r - " ,  (25)
r - 0  c - 0
Ialls C6, ..., C, t,on l unabltángige Zahlen bezeichnen.
Fur ru - 1-- 0 stimmt diese Definit ion i iberein mit der fri iher
gegebenen Definit ion von T.
Die approximative Funktionalgleichung von , '(s, w), die ich in




Besítzt  N(u) die Eigenschaft  E^ (mit  m ganz 2 2),  und sínd g,
w und K ree l l  m i t  y )1 ,  -+  <  w 1 t r ,  K)  -m,  so  g i t t  im Hatb-
strcí[en
- m { o l ' K '
díe Iolgende Beziehuny1 :
t - -  ( 2y -w  I  l ) !
( (s, ,u) -
+
wor in p,  o(À)-  I  - i : ' rnr t ' " , (  ) ,  den Abschni t t  (m-tY"^
Grades in der formalen Mec-LnuRrN-Entwicklung cler Funktion
/È r  , , \
I  - N  ( '  I  t I  I  b e z e i c h n e t .
\v  )
Fr i r  ru:0 st immt (26)  mi t  (23)  r ibere in.
Der fo lgende Satz enthàl t  d ie approxinat ive Funkt ionalg le ichung
von g'( s, Íu, 2 ) .
Hauptsatz 2,
Besítzt N (u) die Eigenschaft E 
,,, 
(nit n gan: Z 2) und sínd
y , K ,  w  u n d  ) .  r e e l l  m í t  y ) 1 ,  K > 0 ,  - l  í w í 1 ,  - l  t ) . í r t ,
),10, so gilt im Halbstreifen
q ls ,
ru(r !:) \
, = ,! ro-,, r)+',"i' ' * 




;  I  T pr.uQ i  w-,€) ( , ,*  , r , )- ' l  ,  
' t  
Q6)
r ' -r( ' ' ( r . lv ' -  z ' '  
I
I uL (m,n );,,,1rr, + ;, 1,"^=, n ,,,t,,,- (, /
-m | ], "' " 
=-- K, t '- (2 s-w -l 1)!
Einleitung t 9
die folgende Beziehung
I  { - n
/  -  _L  , , , \
N í " ' " )
\ q /
;
:=2g ' -  u ,  (n  I  u ' ) '
( , ( s , w , 1 ) - f  
"2t  
t ) . , , ( ,  
_ |  ar)_,
u' ) - ' i  t
Z .1 lt-1- t.)
+
e 2 : r i / " n  +  J
. t
t . t ; -  r . ( ,  _ 1 .
1 a ! 1
( -  t  I
,  
)  T  P ; . , ( ' '  i -  u ' - - t )  
" z ' i ;  
'  ( t '  I
_  
_ )
2 - l l
I ut (m, ^, *\ (tAr.,t 
,, r,L--* + ,,-r, ,r^)
t
;  - r  ( , ' ( -
a a q
Hier in is t  €) ;  -  0 ,  fa l ls  ) .<0,  und 8) ;  - -  1 .  fa l ls  ) . ]0  ís t ;  p : r (h)
bezeichnet dasselbe Polqnom wie int Hauptsatz \.
Wie schon bemerkt wurde, ist die Rtn,rt.qNN-SIEGELsche approxi'
mative Funktionalgleichung 
"'on 
Herrn TtlctrntaRsu benutzt rvorden
f i i r  numer ische Berechnungen.  Die Frage dràngt  s ich auf ,  ob d ie
von mir gefundenen approximativen Fttnktionalgleichungen ebenso
ftir numerische Berechnungen geeignet sind. Es scheint mir, dass
niit der in dieser Dissertation behandelten Methode wirklich Funk-
tionalgleichungen abgeleitet werden kónnen, die fi ir numerische
Berechnungen bequem sind. Ich habe dies aber nicht ausgefiihrt,
weil es mich zu'*'eit f i ihren rx' i irde; ich bemerke nur, dass dabei die
Wahl des Neutralisators sehr wichtig sein wird.
Das Polynom p! ,c  (á) ,  das in  beiden Hauptsátzen auf t r i t t ,  kann
auf  d ie Gesta l t
n r l
P:  o (h) :  , io  B  kL  ( '  q )  h "
gebracht werden, worin
B(p ,Ê , c )  -
, ' /  - À / { 1 , )  / '  |  "  I
, ' r t  |  |\ c , t
a!'  l t  !
fa l l s  r r  ]  0 )  i s t .( $ 1 , : 7  f a l l s ,  , r r : 0 ,  u n d  8 , , : 0 ,
(28)
20 Einleitung
F t i r  B (p , , . ' ,  y )  g i l t daher
.B (rr ,  -r ,  , r)  = ' ' ( l t )  .
9 "
(2e)




.  < v <q : r  9
u,orin
l , T  p ,  
, U  1  w -  Ë )  e z ' ' ;  '  ( , , *  - ) - , í =  ,  -  
' ) " . C , ,  ( y ) ,
- ' 2 ' z ( r + ) )  l t ' - at
, - . ,
/ t \) r (g ) :  J  B  (  1 t , a_ - - - , y  l l TQ lw-E) ' ' s t ' i i ' ( t , lw \ - "1 , -  t
,_  ) .<  , . -  ,  ) .  \  z  ' (  ( ,  
- rn l  
/  2 . t ( t .+  ) . )
4 . 9  2 . g
is t .
Wie ich in $ 4 Abschnitt III beweisen r,. 'erde, ist unter den Vor-
aussetzungen des Hauptsatzes 2 fi ir jede positive e
C, , ( y ) -u t ( r , , u ,g (  
, ; ,  , n11 , * l  , + ; ] . , r ^ ,  . )  ( 0 ' : ' , , *  : , -m- t ) .
\ v  /
Es leuchtet ein, dass bei wachsendem 
,a die Gróssenordnung von
C I r r \  ahn imrn r  I n  dc r  Summc 
' ! t 'Cu ( r / )  
i s t  a l so  das  G l i cd  C r )v / , \ y /  
/ ,  t )
ausschlaggebend,  ann C1,  u.s .w.
Nach d iesen Betrachtungen t iber  d ie von mir  erhal tenen Resul tate
noch einige Bemerkungen riber die Einteilung der Dissertation.
Die Dissertation habe ich in drei Abschnitte zerleqt. Im ersten
Abschni t t  gebe ich e inr 'se mi t  der  Methode der  s tat ionáren Phase
be'uviesene Sátze wieder aus der demnàchst zLt erscheinenden
VeN onR CclRpu' rschen Arbei t ic) .  Aus d iesen Sàtzen le i te  ich
ein ige andere ab,  d ie ich wei terh in brauche.  Im zwei ten Abschni t t
fasse ich e in ige Summat ionsmcthoden zusanrmen,  d ie ich im dr i t ten
Abschnitt benutze fi ir den Beweis der beiden Hauptsátze, Im letzten
3(i) Siehe Fussnote 34
Einleitung
Paragraphen des dritten Àbschnittes ieite ich schliesslich einen Satz
her i, iber die Gróssenordnrrns der in den Hauptsátzen auftretenden
Gl ieder .
Setzt  man in der  approximat iven Funkt ionalg le ichung von;(s,  ru)
d ie Zahl  w--0,  so bekommt man die approximat ive Frrnkt ional -
gleichung der ZetaÍttnktion, In dieser Dissertation behandle ich
deshalb die RIsl 'tnNNsche Zetafunktion als den Soezialfall von
i (s ,  ur)  mi t  r l l  -  0 .
Der Beweis des Hauptsalzes 2, in dem die Funktion i(s, u, l.)
mi t  - l t1)" :L+.  1+ 0 auf t r i t t ,  fá l l t  te i lweise mi t  dem des Haupt-
satzes 1 zusammen. und weicht teihveise davon ab. Insofern die
Beweise der  zwei  Hauptsàtze zusammenfal len,  habe ich s ie vere in igt ;
dort aber wo die Beweise auseinander gehen, habe ich sie getrennt
gehalten. Der wesentliche Unterschied in der Behandlung der
Funkt ionen f  ( r , r r , , )  und ( (s ,w,2)  is t  der  dass bei  der  zuerstge-
nannten Funktion die (im zrreiten Abschnitt behandelte) Eui-e Rsche
Summationformel, bei der zweiten Funktion dagegen die partielle
Summat ion (Anr l -sche Summat ion)  angewendet  wird.
2 l
